Задача 4 (11 класс).


Решение. Заметим, что в однородном поле тяжести система пребывала бы в равновесии в любом положении. Однако в условии идёт речь о сферическом астероиде. Его поле тяжести неоднородно. Рассмотрим произвольное положение стержня (угол между стержнем и вертикалью  φ) и запишем условие равенства моментов сил относительно оси вращения, проходящей через центр масс (см. рис.): , где


, 	,




 - масса астероида.   (аналогично ) можно выразить из теоремы синусов (см. рис.) . В результате находим 


, 	.			(1)
В положении равновесия моменты равны. Сокращая на константы, получаем:

.


Поскольку ось вращения проходит через центр масс, , и последнее уравнение записывается в виде: .
Оказывается, существует три положения равновесия, когда 



1) ,		2) ,		3) .


Значение угла в первом случае найдём, приравняв квадраты расстояний  и , выраженные через соответствующие теоремы косинусов:

,









откуда . По условию система из стержня и двух шариков была подвешена «вблизи поверхности сферического астероида», что физически возможно, когда длина стержня много меньше радиуса астероида, то есть, ,  , а, следовательно, . В общем случае данному углу соответствует положение неустойчивого равновесия, в чём легко убедиться, чуть отклонив «гантельку» от положения равновесия, например в сторону увеличения угла  (см. рис.). Тогда момент  уменьшится, как за счёт уменьшения силы , так и за счёт уменьшения её плеча. Момент  по тем же причинам увеличится, что приведёт к дальнейшему увеличению угла , а не к возвращению системы в исходное положение. 


Что касается углов  и , они оба соответствуют положению устойчивого равновесия. Это следует из формул (1) для моментов.

Запишем уравнение динамики вращательного движения для небольшого отклонения от угла :

,







где  - момент инерции системы (в нашем случае ). Тот, кто не знает, что такое момент инерции, может получить точно такое уравнение ещё проще, записав закон сохранения энергии и продифференцировав его по времени. В случае малых углов : , , . С учётом  уравнение колебаний принимает вид:

.

Оказывается, циклическая частота , а с ней и период не зависят от массы шариков и длины стержня

.



Поскольку ответ не зависит от  и , период колебаний при  будет выражаться такой же формулой.
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