11 клас

 Задача № 3​
Умова задачі
 Штучний супутник Землі рухається коловою орбітою, яка проходить над полюсами. Виникла необхідність перевести його на іншу колову орбіту такого самого радіусу, яка теж проходить над полюсами. Площини орбіт мають утворювати двогранний кут 
[image: image47.jpg]


. Як можна змінити орбіту, вмикаючи двигун на короткий час, щоб витратити якнайменше пального? Розгляньте випадки: 
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 Зміну маси супутника через витрату пального не враховуйте.
Розв’язання. Позначимо радіус орбіти 
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 маси Землі та супутника відповідно 
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 Тоді початкова швидкість супутника
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Якщо ж збільшити цю швидкість у 
[image: image9.wmf]2

 разів, то супутник подолає тяжіння Землі та віддалиться від неї на необмежену відстань.
Витрата пального під час кожного вмикання двигуна прямо пропорційна імпульсу, який отримує супутник, тобто модулю зміни швидкості 
[image: image10.wmf].
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Можна запропонувати два способи зміни орбіти.

1) Треба увімкнути двигун один раз над полюсом, щоб «повернути» швидкість на кут 
[image: image11.wmf].
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 На рисунку показано відповідний рівнобедрений трикутник (зазначено модулі швидкостей), з якого отримуємо 
[image: image12.wmf]10
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[image: image13.jpg]



2) Треба спочатку над одним полюсом (у точці 
[image: image14.wmf],
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 див. рисунок) надати супутнику додаткової швидкості 
[image: image15.wmf],
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 щоб перевести його на витягнуту еліптичну орбіту; тоді над іншим полюсом (у точці 
[image: image16.wmf]B

) швидкість 
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 супутника буде меншою і її легше буде «повернути» на кут 
[image: image18.wmf].
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 Після половини оберту новою еліптичною траєкторією треба зменшити швидкість супутника знов-таки на 
[image: image19.wmf],
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 щоб орбіта стала коловою. Таким чином, витрата пального буде пропорційна зміні швидкості 
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Щоб виразити 
[image: image21.wmf]1
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 через 
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 скористаємося законами збереження енергії та моменту імпульсу: 
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Із цих співвідношень, урахувавши формулу (1), отримуємо квадратне рівняння відносно 
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Формула для коренів квадратного рівняння нам не потрібна: два його корені відповідають максимальному та мінімальному значенням швидкості супутника на еліптичній орбіті. Отже, один із коренів має дорівнювати 
[image: image26.wmf]0
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 (це легко перевірити), а другий, тобто 
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 знайдемо з теореми Вієта: 
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Таким чином,
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Очевидно, досить розглядати значення 
[image: image30.wmf]u

 в інтервалі 
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 Якщо 
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 отримуємо 
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 (швидкість 
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— це аналог другої космічної швидкості для даної орбіти), другий доданок у формулі (2) прямує до нуля (поворот площини орбіти відбуватиметься майже за нульової швидкості). Цей варіант вигідніший за варіант 1, якщо 
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 (тобто якщо 
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). Проте час такого руху прямує до нескінченності…
Дослідження залежності 
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 можна провести, наприклад, визначивши відповідну похідну. Це дослідження показує, що за умови 
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 має мінімум всередині інтервалу 
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 Якщо 
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Відповідь. 1) Слід увімкнути двигун один раз над полюсом, змінивши напрям швидкості на 15(. 2) Слід увімкнути двигун над полюсом, збільшивши швидкість супутника на 11 %, над іншим полюсом змінити напрям швидкості на 45( і ще через половину оберту зменшити швидкість до початкового значення. 3) Слід увімкнути двигун над полюсом, збільшивши швидкість супутника трохи менше ніж на 41 %, над іншим полюсом змінити напрям швидкості на 90( і ще через половину оберту зменшити швидкість до початкового значення.
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