Задача №5 (10 клас)
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Дві тисячі років тому Герон Олександрійський запропонував конструкцію фонтану. Фонтан зображений на схематич​ному рисунку і складається з трьох сполучених посудин, дві з яких (1 і 2) герметичні щодо доступу повітря. Поясніть принцип дії фонтану. Знайдіть висоту фонтану 
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, а також швидкості зміни рівня води в усіх посуди​нах у момент часу, коли 
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, а загальний об’єм повітря у першій і другій посудинах 
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. Площі пере​різу посудин 
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, площа перерізу вузького отвору, з якого вилітає вода, 
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. Енергетичними втратами під час руху води всередині фонтану, а також товщиною трубок у порівнянні з розмірами посудин знехтувати. Вважати, що атмосфер​ний тиск 105 Па і температура повітря залишаються сталими, а прискорення вільного падіння дорівнює 
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Розв’язок. Площа перерізу вузького отвору фонтану 
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 досить невелика порівняно з площами перерізу посудин. Отже інтуїтивно здається, що фонтан має працювати досить довго, а рівні води у посудинах змінюватись повільно. Повітря у посудинах 1 і 2 знаходиться під підвищеним тиском, який забезпечує вода, що перетікає з верхньої посудини у найнижчу.  Нехтуючи швидкістю руху води у лівій трубці, знаходимо, що цей тиск повинен дорівнювати сумі атмосферного і гідростатичного:
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Повітря тиском 
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 «видавлює» воду з посудини 2 у трубку, створюючи фонтан. Якби трубка була вищою (подумки збільшуємо 
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 до деякого 
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), то вода б перестала витікати, коли 
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. Порівнюючи з (1), знаходимо, що за висоти 
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 вода перестала б витікати. Саме на цю висоту підніматиметься вода у фонтані, тобто 
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Цей результат можна було отримати інакше скориставшись рівнянням Бернуллі. 

Визначимо тепер об’єм води, який за одиницю часу вилітає у вигляді фонтану. Оскільки ми знаємо 
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, із закону збереження енергії 
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 знайдемо швидкість води на виході з вузького отвору: 
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Об’єм води, що за одиницю часу проходить крізь вузький отвір, дорівнює 
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Саме на цю величину зменшується об’єм води у посудині 2:
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Звідки знаходимо швидкість зменшення рівня води у посудині 2.
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(2)
Вода з посудини 2 попадає у посудину 3, але ж у той самий час якась кількість води витікає з посудини 3 у посудину 1, збільшуючи в останній рівень води. Розглянемо зміну води у посудині 3 за одиницю часу. Вважатимемо, що рівень води у посудині 3 збільшується. Тоді
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Необхідне ще одне рівняння для знаходження швидкостей 
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 і 
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. Ми ще не розглянули повітряний зв'язок між посудинами 1 і 2. За рахунок зміни об’ємів води у цих посудинах, змінюється й об’єм повітря 
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 в них:
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За умовою процес ізотермічний. Отже 
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Якщо 
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 достатньо малий проміжок часу тоді 
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 і їм можна знехтувати.

З попередніх рівнянь 
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, а з рівняння (1) і рисунку  
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. Підставляємо у (4) і, вважаючи проміжок часу 
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 малим, отримуємо:
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(5)
Як бачимо з рівняння (5), знаки швидкостей однакові. Виходить наше припущення, що рівень води у верхній посудині збільшується, вірне! Тепер розвяжемо систему рівнянь (3) і (5). 
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